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Resumo

Durante a graduacao estudamos os Espacos Vetoriais Reais, entretanto, o mesmo nao ocorre com
Espacos Vetoriais Complexos. O estudo dos operadores semissimples, os quais sdo utilizados quando, no
processo de diagonalizagdo de um operador linear, nos deparamos com autovalores complexos, foi devido
ao fato deste tema nao ser abordado no curso de Licenciatura em Matematica do IFSP, Campus Birigui, e
também por haver pouco material didatico disponivel sobre o assunto. Em um primeiro momento, foram
estudadas as propriedades dos numeros complexos, suas operacoes, forma polar e a forma de de Moivre.
Depois disso, passamos para os Espagos Vetoriais Complexos para, em seguida, tratarmos dos operadores
semissimples. Neste contexto, quando trabalhamos com operadores lineares reais, R-espago vetorial, os
conceitos de autovalor e autovetor se transportam sem problemas para operadores lineares complexos,
C-espago complexo. Para tanto, utilizamos o chamado Complezificado de um Operador. Finalizamos o

estudo com algumas aplicagoes dos assuntos abordados neste trabalho no ambito teérico.

Palavras-chave: Numeros Complexos 1. Espacgo Vetorial 2. Operadores Semissimples 3. Transformagao

Linear 4. Autovalor e Autovetor 5.



Abstract

During graduation, we studied the real vector spaces, however, the same does not occur with
complex vector spaces. The study of semisimple operators, which are used when in the diagonalization
of a linear operator process, we are faced with complex eigenvalues, was due to the fact that this issue
was not addressed in the course of Mathematics at IFSP, Campus Birigui, and also due to the little edu-
cational material available on the subject. At first, the properties of complex numbers, their operations,
polar form and the form of de Moivre were studied. After that, we moved to the complex vectorial spaces
to then treat the semisimple operators. When we work with real linear operators, vector R-space, the
concepts of self-worth and eigenvector are transported without problems to complex linear operators,
C-space complex, to both use the Complexified called an Operator. We conclude the study with some

applications of the issues addressed in this work in the theoretical framework.

Keywords: Complex Numbers 1. Vector Space 2. Semisimple Operators 3. Linear Transformation 4.

Eigenvalue and Eigenvector 5.
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3 Operadores Semissimples

3.1 O Complexificado de um operador
4 Aplicagoes
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Introducao

Nesta seccdo, utilizamos as referéncias [1], [2], [3] e [4]-
Em algumas situagoes, nos deparamos em resolver equagoes do tipo

az? +br+c=0 (1)

onde a, b e ¢ sdo nimeros reais e a # 0. Para isso utilizamos a féormula

_ —b+Vb? —4dac 5
= (2)
para encontrarmos suas solugoes.

Sabemos que, quando o valor do discriminante (A = b? — 4ac) for um ntimero maior que zero,
encontramos duas solugoes possiveis e diferentes para a equagao. Quando o discriminante for igual a
zero, obtemos uma tnica solucdo, mas quando b?> — 4ac for um ntmero negativo, concluimos que a

equacao nao tem solucao no conjunto dos ntimeros reais. Por exemplo, se tentarmos resolver a equacao

22 —6x+10=0

em R, encontraremos as solugoes

 —(-6) £ /(-6)2—4110 6++—4
o 2.1 R

e como 0 numero v/ —4 nao representa um nimero real, concluimos que a equagao nao tem solugao em R.

Entretanto, podemos manipular o resultado anterior, onde obteremos,

++/4.(—1 V-
x:6 2( ):6:&22 1:>x:3:|:\/—1.

Ou seja, qualquer um dos resultados é solucdo para a equacao x2 — 6z + 10 = 0, desde que tratemos
. . 2
o simbolo /=1 como se fosse um ntimero com a particularidade de que (v/—1)" = —1.
De fato,

2 —6x+10 = 0
— (3+V=1)"=6.(3+V=1)+10
= 946y + (V1)  — 18— 6v=1+ 10
= 9-1-18+10
= 19-19
S

11
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De modo anéalogo, se x = 3 — v/—1, verificamos que também ¢ solucio da equacao.

O surgimento dos nimeros complexos ndo estd ligado a resolugdo das equacgoes do 22 grau, cujas
solucoes sao expressas por raizes quadradas, como vimos anteriormente.

No estudo das equacoes de 32 grau, na forma ax® +bz? + cx+d=0com a, b,ced € Re a # 0,
historicamente, buscava-se uma férmula, envolvendo radicais, que expressasse as raizes. No século X VI,
os italianos Tartaglia' e Cardano?, entre outros, propuseram caminhos que conduziam a tal féormula.
Essa féormula é pouco conhecida entre os que estudam matemética, muito diferentemente do caso das
equacoes de 22 grau, em que a formula, denominada no Brasil como “Férmula de Bhaskara”® ¢ amplamente
conhecida. Sistematicamente, o caminho seguido por Tartaglia e Cardano foi, de acordo com [3]:

“Dividindo-se todos os coeficientes por a, a equagao

ax® + b2’ +cx+d=0

pode ser transformada na forma equivalente

2 +Ba*+Cz+D=0
ondeB:é,C:EeD:é.
a a a
Fazendo-se x = y — B (o denominador 3 corresponde ao grau da equagdo), a equagio x> +
Bz? 4+ Cx 4+ D = 0 pode ser reduzida a y> + My + N = 0, onde M e N podem ser determinados em
termos de B, C e D.
Assim, para resolver uma equacdo completa de 3° grau, basta resolver a equagiao incompleta

y3 4+ My + N = 0, encontrando-se:

N ERC S @Ne)

B
Logo, como z =y — 3 obtemos os valores de z em termos de a, b, c e d.”

Vale lembrar que a equacao s6 tera solugao se

DROR

Nesse contexto, o matematico italiano Rafael Bombelli* foi quem conseguiu atravessar a barreira e
chegar aos novos nameros.
Conforme seu préprio relato, em 1572 no livro “L’Algebra parte maggiore dell’Arithmetica”, a ideia

surgiu ao tentar resolver a equacdo 2> — 152 = 4. Porém, quando utilizou a férmula de Cardano-Tartaglia,

. = 3§+ §_3375+3§_ 16 3375
h 2 4 27 2 4 27
3 3
r = \/2+\/7121+\/27\/f121.

INicolo Tartaglia (1499-1557). Matematico italiano, cujo nome esta ligado ao triangulo de Tartaglia e a solugio da
equagao de terceiro grau.

2Girolamo Cardano (1501-1576). Matematico, médico e fisico italiano, escreveu a importante obra Ars Magna, onde
aparece pela primeira vez a férmula da resolugdo de equacgdes cibicas.

3Bhaskara Askaria (1114-1185). Matematico indiano, professor, astrélogo e astronomo. Foi um dos mais importantes
matematicos do século XII. Suas publicacdes contém varios problemas de equagdes lineares e quadraticas feitas em prosa.

4Rafael Bombelli (c. 1526-1573). Engenheiro hidraulico e matematico italiano. O mais importante da historia da Ttalia,
pioneiro no estudo sobre os ntmeros imaginarios.

obteve a solucao

12
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Assim, Bombelli chegou a um impasse. Por um lado, sabia que x = 4 era solu¢gdo da equagao
22 — 152 = 4, por outro lado sabia que v/—121 ndo existia. Logo, a equacdo nio teria solucio. Ele assume
que os nimeros v/2 + v/—121 e +/2 — v/—121 deveriam ser ntimeros da forma a + v/—b e a — v/—b, com
a,b € R. Ou seja, existiam nimeros reais, tais que /2 ++v—121 =a++v—be v/2 — /=121 = a — v/—b.

Dessa forma, Bombelli chegou a conclusao que a =2 e b= 1.

Logo,

r = €/2+\/—121+ i/Q—V—lQl
2+ VD) + (2= VD)
z = 4

8
I

obtendo a solucao desejada.

Depois de Bombelli, outros personagens importantes da Histéria da Matematica deram contribuigoes
ao desenvolvimento da teoria dos nimeros complexos.

O matematico suico Leonhard Euler®, propos em 1727, a utilizacdo do simbolo i para representar
v/—1 e avancou nos estudos de Bombelli. Euler também mostrou que as equacoes do tipo 2” = w tinham
n solugoes no conjuntos dos nimeros complexos. Os matemaéticos passaram a acreditar que toda equagao
de grau n deveria ter n raizes complexas. Também se deve a ele a notabilissima férmula

e = cosx + isenx,

que, para x = m, se transforma em

uma igualdade que relaciona cinco dos mais importantes nimeros da matemética. Por processos pura-

mente formais, Euler chegou a um nimero enorme de relagbes curiosas, como
it = 6771'/2’

por exemplo. Varios matematicos tentaram provar esta conjectura e Jean-le-Rond d’Alembert® publi-
cou, em 1746, algo que considerou uma prova. Entretanto um jovem matematico mostrou que tal prova
era insatisfatéria e iluséria e apresentou uma demonstracao correta. Este matematico foi Karl Friedrich
Gauss”, que aos 21 anos, apresentou o que ainda hoje ¢ considerado a maior tese de doutorado em mate-
matica de todos os tempos. Nela est4 a prova do Teorema Fundamental da Algebra, cuja denominacio foi
dada pelo proprio Gauss. O teorema afirma que: “Toda equagao polinomial de coeficientes reais
ou complexos tem, pelo menos, uma raiz complexa”.

Jean Robert Argand® e Casper Wessel®, utilizaram a representacdo dos ntimeros complexos como

5Leonhard Euler (1707-1783). Matematico suigo, escritor politico, sem davida insuperavel quanto na historia da mate-
maética. Publicou 530 trabalhos durante sua vida, deixando ainda, ao morrer, uma série de manuscritos que enriqueceram
as publicacdes da Academia de Sao Petersburgo por mais de quarenta e sete anos.

6Jean-Le-Rond D’Alembert (1717-1790). Mateméatico francés, tinha uma cultura muito vasta, prevalentemente em
direito, medicina, matematica e ciéncia. Pioneiro no estudo das equacdes diferenciais parciais das cordas vibrantes, levando-
0 a equagao % = 227’2‘. Empenhou-se tanto em provar o teorema fundamental da algebra, que o teorema é conhecido hoje
na Franc¢a como teorema de d’Alembert.

"Karl Friedrich Gauss (1772-1855). Matematico, fisico e astrénomo alemio, foi o primeiro a conceber a possibilidade de
existirem geometrias nao euclidianas. Demonstrou o teorema fundamental da 4lgebra e criou a representacao geomeétrica
para os nimeros complexos no plano.

8Jean Robert Argand (1768-1822). Matematico suico, independentemente de Gauss também criou a representacdo
geométrica de niimeros complexos no plano e a de grandezas vetoriais através de linhas dirigidas.

9Caspar Wessel (1745-1818). Era um agrimensor, noruegués. Foi um dos primeiros autores a notar a associacio entre
nameros complexos e pontos reais do plano.

13
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sendo segmentos orientados e operados algebricamente como vetores, para a qual houve maior aceitagao
no meio matematico.

Em 1800, com Argand e Wessel, usando um sistema de coordenadas retangulares, fez-se relacionar um
complexo como um par ordenado, ou seja, a + bi correspondera ao ponto (a, b), tendo-se convencionado
que o eixo horizontal representaria os ntmeros reais e o eixo vertical, os nimeros imaginarios, assim
chamado por Euler.

Com essas convengOes, um niimero complexo a + bi representaria um ponto (ou um vetor) no plano

bidimensional que hoje é denominado de plano cartesiano Argand-Gauss.

Devido a toda essa importancia histérica, decidimos fazer a pesquisa na tematica dos Numeros Com-
plexos. A proposta para este trabalho é um estudo e anélise de tais topicos, bem como a elaboragdo de
um texto didéatico voltado a um estudante que esteja cursando o segundo ou terceiro ano de graduacao.
O estudo de tais topicos proporcionard a oportunidade de aprender técnicas que ndo foram vistas em
disciplinas cursadas, aprofundando o conhecimento na area.

O estudo dos operadores semissimples, foi devido ao fato deste tema nao ser abordado no curso de
Licenciatura em Matematica do IFSP, Campus Birigui, e também por haver pouco material didatico
disponivel sobre o assunto.

No caso dos operadores semissimples, um estudo mais aprofundado sobre o tema possibilitara a criagao
de um texto didéatico que complemente a bibliografia disponivel no sentido de mostrar mais aplicagoes e
exemplos e que seja escrito em linguagem menos abstrata, sem fugir do rigor matemético, mais acessivel
aos alunos.

No Capitulo 1, abordaremos as propriedades dos nimeros complexos, suas operagoes, formas de re-
presentacao e a forma de de Moivre. Depois disso, no Capitulo 2, passamos para os Espacos Vetoriais
Complexos onde estudamos as Bases, Independéncia Linear, Transformacoes Lineares e Autovalores e
Autovetores, para, em seguida, no Capitulo 3, tratarmos dos operadores semissimples, que serdo utili-
zados quando no processo de encontrar os autovalores, estes serao complexos. Neste contexto, quando
trabalhamos com operadores lineares reais, R-espago vetorial, os conceitos de autovalor e autovetor se
transportardo sem problemas para operadores lineares complexos, C-espa¢o complexo. No Capitulo 4,

finalizaremos o estudo com algumas aplica¢es dos assuntos abordados neste trabalho no &mbito tedrico.

14



Capitulo 1

Os Niimeros Complexos

Neste capitulo, no qual utilizamos as referéncias [4], [5], [6], [7] e [8], faremos a defini¢do do conjunto dos

nimeros complexos, bem como suas operagoes, propriedades e formas de representacgao.

1.1 Conjunto dos nimeros complexos

Definigao 1.1. Chama-se conjunto dos niimeros complexos, e representamos por C, o conjunto de pares

ordenados reais para os quais estdo definidas as operacoes de igualdade, adi¢do e multiplicacao.

E usual representarmos cada elemento (a,b) € C com o simbolo z, portanto

z2€C <= z=(z,y),

sendo z, y € R.

1.1.1 Operagoes com pares ordenados

Definicao 1.2. Seja R o conjunto dos niimeros reais. Consideremos o produto cartesiano, R x R = R?:

R? = {(z,y) | 2,y € R}
ou seja, R? ¢ o conjunto de pares ordenados (z,y) em que z e y sdo nimeros reais.

Tomemos dois elementos, (a,b) e (c,d) de R? para dar trés importantes defini¢oes:

a) igualdade: dois pares ordenados sdo iguais se, e somente se, apresentam os primeiros e os segundos

elementos iguais, respectivamente, ou seja

(a,b) = (¢,d) <= a=ceb=4d; (1.1)

b) adigao: chama-se soma de dois pares ordenados a um novo par ordenado cujo primeiro elemento e
o segundo elemento, forem, respectivamente, a soma dos dois primeiros elementos e dos dois segundos

elementos dos pares dados.

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d); (1.2)

¢) multiplicagdo: denomina-se produto de dois pares ordenados um novo par ordenado cujo primeiro

elemento é a diferenca entre o produto dos primeiros elementos e o produto dos segundos elementos dos

15



1.1. CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS  CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

pares ordenados dados e o segundo elemento é dado pela soma dos produtos do primeiro elemento de

cada par dado pelo segundo elemento do outro.
(a,b) . (c,d) = (ac — bd, ad + bc) . (1.3)

1.1.2 Propriedades da adicao

Teorema 1.1. A operacdo de adi¢ao em C verifica as sequinte propriedades:
A-1: propriedade associativa
A-2: propriedade comutativa
A-38: existéncia do elemento neutro

A-4: existéncia do elemento simétrico

Demonstragao.

A-1: (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23) , para todo 21, 22,23 € C

(z14+22)+23 = [(a,0)+ (¢,d)]+ (e, f)=(a+c,b+d)+ (e, f)=(a+c+eb+d+ f)
= (a,b)+(c+e,d+f):(a,b)—|—[(c,d)+(e,f)]:(zl—|—z2)—|—z3.

A-2: 21 + 20 = 29 + 21, para todo 21,20 € C

z1+22 = (a,0)+ (e,d)=(a+c,b+d)=(c+a,d+D)
= (¢, d)+ (a,b) = 2o+ 2.

A-3: Existe ¢, € C tal que z + e, = 2z, para todo z € C

Fazendo z = (a,b) e usando (1.1) e (1.2), provemos que e, = (z,y) € tal que z + ¢, = z:

at+r=a z=0
z+e,=2z= (a,b) + (z,y) = (a,b) = (a+z,b+y) = (a,b) = —
b+y=5b y=20

Assim, existe e, = (0,0), chamado de elemento neutro de C para a adigao.

A4:VzeC,32 eCtal que z + 2 = e,
Fazendo z = (a,b), 2/ = (z,y) e usando (1.1) e (1.2) e a propriedade A-3, temos:

, a+x=0 Tr=—a
z4+2' =e, = (a,b) + (z,y) = (0,0) = (a + z,b+y) = (0,0) = = )
b+y=0 y=—b

Assim, existe o elemento simétrico de z, 2/ = (—a,—b) que somado ao complexo z = (a,b) d& como
resultado e, = (0,0). O

1.1.3 Subtracao

Proposigao 1.1. Decorre do teorema anterior que, dados os complexos z1 = (a,b) e zo = (¢, d), existe

um inico z € C tal que z1 + z = 25.

16



1.1. CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS  CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

Demonstragao.
. ' o A—1 / o A—4 o o /
ntz=mn=z+(Z1+2)=2+tnn=((F+txn)trz=21+n=c+z=2+2n=2=2+2.

O

Esse nimero z é chamado diferenca entre z; e 2z, e indicado por zo — 21, portanto:
29 — 21 =29+ 2] = (¢,d) + (—a,—b) = (c—a,d = b).

Exemplo 1.1. (7,4) — (3,2) = (7,4) + (-3,-2)=(7T—-3,4-2) = (4,2).

1.1.4 Propriedades da multiplicacao

Teorema 1.2. A operacdo de multiplica¢ao em C verifica as sequinte propriedades:
M-1: propriedade associativa
M-2: propriedade comutativa
M-3: existéncia do elemento neutro

M-/: existéncia do elemento inverso

Demonstragao.

M-1: (21.22) .23 = 21. (22.23) , para todo 21, 22,23 € C

(z1.22) .23 = [(a,b).(c,d)]. (e, f)

(ac — bd,ad + be) . (e, f)

= [(ac—bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + bc) €]
(ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bee)
[a(ce —df)—b(de+cf),a(cf +de)+b(ce—df)]

= (a,b).(ce —df,cf + de)
(@,b)-[(e:d) - (e, )]

= Z1. (22.23) .
M-2: z1.29 = 25.21, para todo zy,29 € C

z1.22 = (a,b).(¢,d) = (ac — bd,ad + bc) = (ca — db, da + ¢b)
(ca — db,cb + da) = (¢,d) . (a,b) = z2.21.

M-3: Existe e,, € C tal que z.e,, = z, para todo z € C
Fazendo z = (a,b) e usando (1.3) e (1.1), provemos que e,, = (x,y) é tal que z.e,, = z

ar —by=a (I)
ay + bz = b. (II)

z.em =z = (a,b).(z,y) = (a,b) = (az — by, ay + bz) = (a,b) =

17



1.1. CONJUNTO DOS NUMEROS COMPLEXOS  CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

Isolando = na equacao (I) e substituindo na equacdo (II) obtemos,

b
ay—l—b.<1+y> = b

a

2
ay+b+—y = b

a
a’y+ab+b*y = ab
(@®+b*)y = 0

_ b
0=2"14+- . 0=2=1
a

Y

Assim, existe e,, = (1,0), chamado de elemento neutro da multiplicagao.

M-4: Para todo z € C*, existe um z” € C tal que 2.2" = e,,

Fazendo z = (a,b), 2" = (x,y) e usando as defini¢des (1.3) e (1.1) e a propriedade M-3, temos:

ar —by =1 (I)
ay + bz = 0. (I1)

"

22" =en = (a,b). (z,y) = (1,0) = (ax — by, ay + bx) = (1,0) =

Isolando = na equacao (II) e substituindo na equagao (I) temos,

,%>fb - 1
a( b
2
a
——y—by = 1
by Yy
—aly—by = b
y(a2+b2) = b
_ b
y = a2 + b2
Y
TT T T
_ a
a2+ b2
a b

portanto, existe z” = ), chamado de inverso multiplicativo de z, que multiplicado

a2+ 02" a2+ b2
por z = (a,b) da como resultado e, = (1,0). Vale lembrar que a condigdo a # 0 e b # 0 equivale a
a’® + b% # 0, o que garante a existéncia de z”. O

1.1.5 Divisao

Proposigao 1.2. Decorre do teorema anterior que, dados os complexos z1 = (a,b) e zo = (¢,d), existe

um unico z € C tal que z1.z = 23,

Demonstragao.

o " o M=1, p o M-=3 o M-=2 7
212 = zy=>z{.(21.2) =21 .20 = (2] .21) 2 =2 .20 = em.z = 2] .20 = z = 22.2].

18



1.2. FORMA ALGEBRICA CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

. P . .1 22
Esse niimero z é chamado quociente entre z5 e 21, e indicamos por —; logo:

21
zg_(ca ~ (=db) b N da)
z a?+b  a?+b? @+ a?+b?
29 ca+db da— cb
2 - (R

1.1.6 Propriedade distributiva

Proposigao 1.3. Em C, a operacao de multiplicacdo € distributiva com rela¢ao a adigcao, ou seja:

z1. (22 + 23) = z1.22 + 21.23, V21, 22, 23 € C.

Demonstragdo. Dados 21, 22, 23 € C, temos que

(a,0).[(c;d) + (e, f)] = (a,b) . (c +e,d + f)
= Jalc+e)=b(d+ f),a(d+ f)+b(c+e)

Z1. (22 —+ Zg)

(ac+ae —bd — bf,ad + af + be + be)
[(ac — bd) + (ae — bf), (ad + bc) + (af + be)]
= (ac—bd,ad + bc)+ (ae — bf,af + be)

(a,b) - (¢,d) + (a,b) - (e, )

= 21.22 + 21.23.

O

A soma (+) e produto (-) de ntumeros reais gozam de um conjunto de propriedades que dao a R estrutura
de corpo. Tais propriedades continuam a ser satisfeitas pela soma e produto definidos no conjunto dos
numeros complexos. Assim, o conjunto dos nimeros complexos continua a ter uma estrutura algébrica

de corpo.

1.2 Forma Algébrica

Consideremos o conjunto

R ={(a,b) € C|b=0}.

Notemos que (0,0) € R’ e (1,0) € R'; além disso, se (a,0) e (b,0) sdo dois elementos quaisquer de R/,

tem-se:

a) (a,0) + (b,0) = (a + b,0);
b) —(a,0) = (=a,0);

c) (a,0).(b,0) = (ab,0).

Consideremos, agora, a operagdo f, de R em R’ que leva cada = € R ao par (z,0) € R’

19



1.2. FORMA ALGEBRICA CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

Figura 1.1: Aplica¢do f de R em R’

f: R — R
zr — (z,0)

E imediato que a aplicacio f, de R em R/, definida por f(x) = (z,0) & bijetiva, pois

e todo par (z,0) € R’ é o correspondente, segundo a funcao f, de € R (isto implica em f ser

sobrejetora);

e dados x € Re 2/ € R, com z # x’, os seus correspondentes (x,0) € R e (z/,0) € R’ sdo distintos,

de acordo com a defini¢do de igualdade de pares ordenados (isto quer dizer que f é injetora).

Devido ao fato de existir uma aplicacdo bijetora f : R — R’ que conserva as operacdes de adicdo e

multiplicacao,
o f(a+b)=(a+b0)=(a,0)+ (b,0)= f(a)+ f(b) e
e f(ab) = (a.b,0) = (a.b+0.0,a.0+5.0) = (a,0).(b,0) = f(a).f(b).

dizemos que a aplica¢do f é um isomorfismo de R em R’. Pelo isomorfismo, operar com (z,0) nos leva a

resultados andlogos aos de operacdes com z. Assim, podemos dizer que:

x = (z,0),Vz € R.

Sendo aceita essa igualdade, em particular temos que 0 = (0,0); 1 = (1,0) e R = R’. Dessa forma, o

corpo R dos nimeros reais passa a ser um subconjunto do corpo C dos nimeros complexos:

R cC.
Convém dar um nome e um simbolo ao par (0,1). Este par serd a chamada unidade imagindria, indicada

por <.

Definigao 1.3. Dado um ntumero complexo z = (z,y), temos:

20



1.3. UNIDADE IMAGINARIA CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

z = (x+0,y+0)=(2,0)+(0,y)
z = (2,0)+ (y.0—0.1,9.1 +0.0)
z = (x,0)+ (y,0).(0,1)
z (x,0) + (y,0) i
isto é,
z=z+y.. (1.4)

Assim, todo namero complexo da forma z = (x,y) pode ser escrito sob a forma z = x + y.i, chamada
de forma algébrica.

O ndmero real x é chamado de parte real de z e o nimero real y é chamado de parte imaginaria de z.

Denotamos por:

z = Re(z) + Im(z2).1. (1.5)

Definicao 1.4. Chama-se real todo complexo cuja parte imaginaria for nula (z = Re(z)) e imagindrio

puro todo ntumero complexo cuja parte real for nula (z = I'm(z)). Assim,
e real: z=x+0.1=ux;

e imagindrio puro: z =0+ y.t = y.1.

1.3 Unidade imaginaria

Como ja mencionamos anteriormente, chamamos unidade imagindria e indicamos por 4 o nimero com-
plexo (0,1).
Notemos que:

2 =1ii=(0,1).(0,1) = (0.0 — 1.1,0.1 + 1.0) = (=1,0) = —1

isto é, a propriedade béasica da unidade imaginéria é:
i =—1. (1.6)

Sem perda de generalidade, aplicando a propriedade associativa da multiplicacao, temos
o 3 =42i=—1i=—q

o it=i%2i?=(-1).(-1) =1.

Proposigao 1.4. De forma mais geral, para todo n € N, temos

a) it" = 1;

b) it tl =

C) Gant2 — 1;
d) Z-4n+3 i
Demonstragao.

a) it = (i*)" = ()" "€ 1.
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1.4. CONJUGADO CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

b) it = 4 = 14 =i,
€) itnt2 = j4n 2 = 1 (—1) = —1.

1.4 Conjugado

Definigao 1.5. Chama-se conjugado de um ntmero complexo z = x + yi o nimero complexo Z = x — yi.

E imediato que o complexo conjugado de Z é z; por causa disso, diremos que z e Z sa0 ntmeros comple-
xos conjugados. Temos o seguinte teorema que nos da as propriedades mais importantes dos conjugados

de ntimeros complexos:

Teorema 1.3. Se z1 e 2o sdo numeros complexos quaisquer, temos:
a) Z1 + 2 = 71 + Za;

b) Z172 = 71.%2;

c)zZ=z;

d) z4+Z =2Re(z) e z —z = 2Im(z).4;

e) Z =z se e, somente se, z é real.

Demonstragdo. Sejam zy = w1 + y1i € 22 = T2 + Y24, nimeros complexos, temos:

a) 21 + 22 = (w1 + Y1) + (w2 + y2i) = (v1 + 22) + (Y1 + y2) i, assim:

21+t22 = (v1+22) = (Y1 +y2)i=(z1 — i) + (22 — y2i) =721 + 22
b) z1.20 = (@1 + Y1) . (T2 + Y2i) = 2122+ T1Y2i + Toyri + Y1y21? = (122 — Y1y2) + (T1Y2 + T2y1) i, assim:

Z1.zz = (122 —1Y2) — (T1y2 + Z2y1) 1 = T122 — Y1Y2 — T1Y2l — Tay1d
= 1@ + Y1y2i® — 1yl — Toyri = (2122 — 1y20) + (—22y1i + Y1y2i°)

= a1 (72 — y2i) — y1i (v2 — y2i) = (v1 — Y1) . (T2 — Yoi) = Z1.%2.

C)z=z+tyi=zZ=z—yi=z=x+yi =2

d) 24z = (x 4+ yi) + (z — yi) = 22 4 yi — yi = 22 = 2Re(2);
z2—%Z = (z+4vyi)—(r—yi) =z —x+yi+yi=2yi=2Im(z).i.
r==z
e)Z=z<= (x—yi) = (z+yi) <= — 2y=0<=y=0<=z€R. O
Y=y

1.4.1 Conjugado na divisao

Vimos na subsecgdo 1.1.5 como calcular o quociente de dois niameros complexos. Agora, apresentaremos
um processo mais pratico e muito utilizado, baseado no fato de que:

2Z = (a+bi).(a — bi) = a® + b*.

Definigao 1.6. Dados z; = a + bi e zo = ¢ + di, temos:
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1.5. MODULO E ARGUMENTO

CAPITULO 1.

0S NUMEROS COMPLEXOS

22

21
Z2

Z1
%)

Z1

c+di  (c+di).(a— bi)

a+bi  (a+bi).(a—bi)
ac — bei + adi + bd

a® + b2
ac+bd ad—bd .

ciE T e

z
Ou seja, para calcular 22 pasta multiplicar o numerador pelo conjugado do denominador.

21

1.5 Mobdulo e argumento

1.5.1 Plano de Argand-Gauss

As nogoes de modulo e argumento tornam-se mais concretas quando representamos os nimeros complexos

z = x + yi = (z,y) pelos pontos do plano cartesiano Oy com a convengio de marcarmos sobre os eixos

Ozx e Oy, respectivamente, a parte real e a parte imaginéaria de z.

Assim, consideremos o nimero complexo, ndo nulo, z = = + yi, representado na figura pelo ponto
P (z,y) e o angulo 0 (0 < 6 < 27), formado por OP com o eixo Ox.

) v (eixo imaginario)

___________ P

Y il

o |

|

|

|

|

|

_ g ol
PoA

o X x (eixo real)

Figura 1.2: Representacao geométrica do nimero complexo

Do tridngulo retangulo OAP, temos:

OP? = 0A?+ AP?
or? = x2+y2

OP = 22+ 92

Além disso, indicaremos a medida do segmento OP pela letra grega p. Logo p = /2 + y2.

Ao nimero p, chamaremos de médulo de z, indicando por:

p=lzl = Va2 +y2

(1.7)

Geometricamente, p nos da a distancia do afixo P & origem do plano cartesiano.
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1.5. MODULO E ARGUMENTO CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

Nota: Se z =0+ 04, entdo |z| = 0.

1.5.2 Argumento

Definigao 1.7. Chama-se argumento de z, e indicaremos por arg(z), a medida do angulo 6, tomado no

sentido anti-horéario.

Tomemos como base a Figura 1.2. Temos,

cosh =22 =2 — cosf =2 (1.8)
PA _y Y
Z 1.
senf P = send p (1.9)

onde determinamos a medida de 6.

Notemos que:

19) A condigdo z # 0 garante p # 0.

2°) Existe, ao menos, um angulo 6 satisfazendo a defini¢do anterior, pois:
T 2 y 2 I2 Z—,I2 x2 +y2 932 + yz
cos*0 + sen?0 = <) + <) =5 +t=5= 57— =55 =1
P P P p P ¢ +y

3°) Fixado o complexo z # 0, estdo fixados cosf e senf, mas o angulo 6 pode assumir infinitos valores,

congruentes dois a dois. Assim, o complexo z # 0 tem argumento

0 =0y + 2k, k € Z,

x
em que 0y é chamado argumento principal de z, e é tal que costy = —, senfy = Yy el <6y <2m.
P P

1.5.3 Propriedades do médulo

Teorema 1.4. Se z = x + yi é um nimero complexo qualquer, entdo:
a) |z| >0

b) 2] =0<=2=0

c) |z = [z

d) Re(z) < |Re(2)| < |z

|
e) Im(z) < [Im(2)| < |

Demonstragao.

a) Se z = x + yi, entdo |z| = /22 + y2. Como 2% > 0 e y? > 0, temos 22 + y*> > 0. Logo |z| > 0.
b) Pelo item anterior, |z| = 0, entdo /22 + y? = 0. Elevando ambos os membros da equagéo ao quadrado,
temos, 22 4+ y? = 0 se, e somente se, z = y = 0. Portanto, z = 0.

¢) Sabemos que y* = (—y)?, assim |z| = /2% + 12 = /22 + (—y)* = |7].

x>0= 1z =|z| .
d) Se , entdox < l|z| (I).
< 0=z <|z|

Por outro lado, se

<Pty = Va2 < Va2 +y2 = |z| < |2| (1)
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1.5. MODULO E ARGUMENTO CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

Comparando (I) e (IT), vem:

(1) (IT)
x < |z| < |z| = Re(z) < |Re(z)| < |2].

>0:> =
e) Se V= Y \y|7 entdo y <|y| (II).

y<0=y<lyl
Por outro lado, se

Y <24yt = VR < Va2 =y <|z| (IV)

Comparando (I171) e (IV), temos:

(Irry — (Iv)
y <yl < [zl = Im(z) < [Im(2)] < ]

O
1.5.4 Moédulo do produto, do quociente e da soma
Teorema 1.5. Se z1 e zy sao dois nimeros complexos quaisquer, entdo:
a) |21.22] = |21 . |22];
21 |21]
b) |—| = +—,(22 #0);
) ZQ‘ |22|(27é )v
¢) |21+ 22| <zl + 22|
Demonstragio. Conforme item 1.4.1 e o Teorema 1.3, item b), 2z = a® + b?> = |z|? e Z1.23 = Z1.73,

respectivamente. Utilizando as propriedades comutativa e associativa da multiplicacao, vem:

a)

|Zl.22‘ 2 = (2’12’2) . (21.2’2) = (2122) . (ETQ) = 21.22.2.72

= (217). (272) = |21] . | 22| ?

— ‘2’1.22| = |Zl| . ‘2’2| .
b) Note, inicialmente, que:
I 1 B (z —yi) |-y
z| |ty |[(@+y).(z—yi)| |22+ y?
IRV e 1 1
22 + 42 /22 + 42 |22]
Temos, entao:
2 1 1 1 |21
A= e =l || = Jal - o = AL
Z2 z2 z92 |Z2| |2’2|

c¢) Para essa demonstragao, utilizaremos as equagoes (1.8), (1.9) e o fato de que z = x + yi.

Segue que,

x = pcosl e y = psend.
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1.6. FORMA TRIGONOMETRICA CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

Entao,
z1+ 20 = (p1costy + p1sendii) + (pacosty + pasenbqi) = (p1costy + pacosts) + i (prsendy + pasenbs) .
Assim,
|21 4+ 22| = \/(p100391 + p200592)2 + (p1senty + pgseneg)z
|21 + 22| = \/pfcos%l + 2p1p2costicosls + picosy + p?sen?6y + 2p1pasendisends + pasen?fs
|21 + 22| = \/pf (sen26y + cos261) + p3 (sen?0s + cos20s) + 2p1pa (coshicosls + sendysends).

Note que costycosbs + senbysenfy = cos (61 — 62), logo,

21+ 22| = /% + 03 + 2p1pacos (6: — 6).

E, como cos (61 — 03) é no méximo 1, temos:

|21 + 22| = \/P% + 05+ 2p1p2.1 =1/ (; +p2)2 = p1+p2 = |z1] + |22].

Portanto, |21 + 22| < |21] + |22]. O

1.6 Forma trigonométrica

Definigao 1.8. Consideremos um complexo, nao nulo, z = x + yi, com x e y reais, de mddulo p e

argumento 6.

Sabemos que x = pcosf e y = psenb.
Substituindo os valores acima em z = = 4 yi, obtemos;

z = pcost + i.psent = p (cosh + i.send)

e, portanto,
z = p(cosl + i.senf) . (1.10)

Esta forma de representar um complexo, é chamada forma trigonométrica ou polar de z.

1.7 Potenciacao de complexos

1.7.1 Moédulo e argumento de produto

Teorema 1.6. O mddulo do produto de dois numeros complexos, € igual ao produto dos mddulos dos

fatores e seu argumento € congruente a soma dos argumentos dos fatores.

Demonstragiao. Suponhamos dados os complexos,

z1 = p1 (cosby + i.senby) e zo = pa (cosbs + i.senbs).

Calculemos 0 modulo e o argumento de z = z1.20 = p (cosf + i.senf) . Temos,
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1.7. POTENCIAGAO DE COMPLEXOS CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

z1.z2 = p1(cosby +i.senby) .p2 (cosbhy + i.senbs)
z1.29 = p1p2 (coshy + i.senby) . (cosbs + i.senbs)
z21.22 = p1p2 (cosbicoshs + i.senbacosty + i.senbicosty — senbisends)
z1.2z2 = p1p2 (cosbicoshy — senbysenby + i.senbycosbsy + i.senbacosb)
21.29 = pip2[cos (61 + 02) +i.sen (01 + 63)].
Logo,
p (cost + i.senb) = p1ps [cos (01 + O2) + i.sen (61 + 02)]
e
P = p1p2
0 =01+ 05+ 2kn, k €.
Portanto,

z1.29 = p1p2 [cos (01 + 02) + i.sen (61 + 02)] . (1.11)
O

A férmula que acabamos de deduzir pode ser estendida para o produto de n fatores (n > 2), aplicando

a propriedade associativa da multiplicagao.

De fato,
Z=21.29..... zn = p (cosl + i.senf) .

Entao,

z = p1(costi +i.senby) .ps (cosbs +i.senbsy).. ... pn (cosb,, + i.senb,,)

Z = pip2..... Pn- (costy + i.senby) . (cosOs + i.senbs) ... .. (cosB,, + i.senb,,)

z = p1p2.-.... Pn- cos<91 +0y+ ...+ 9n> + i.sen(01 +05+ ...+ €n>

—_———
n fatores n parcelas n parcelas

Ou seja,

p(cosh +i.senf) = p1pa. .. .. Pn-lcos (01 + 02+ ...+ 0,) +isen (01 + 02+ ...+06,)]

9:91+02++0n+2]€7{,k62

Isto é, o médulo do produto de n nimeros complexos, é igual ao produto dos fatores e seu argumento

é congruente & soma dos argumentos dos fatores.
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1.8. PRIMEIRA FORMULA DE DE MOIVRE CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

Veremos no préximo teorema como podemos simplificar a operacao de potenciagao com nimeros

complexos. Tal teorema é conhecido como Primeira Férmula de de Moivre'.

1.8 Primeira formula de de Moivre

Teorema 1.7. Dado o nimero complexo z = p (cosf + i.senf), nao nulo, e o nimero inteiro n, temos:

2" = p". [cos (nB) +i.sen (nh)]. (1.12)

Demonstragio. 12 parte: Provemos, usando o Principio de Indugio Finita (P.I.F.), que a propriedade é
valida paran € N, N={0,1,2,...}. Temos,
a) Se n = 0, entdao 20 = p°. [cos (0.0) +i.sen (0.0)] = 20 = 1.

b) Suponhamos que a formula seja vélida para n = k — 1 e provemos a validade para n = k. Assim,

= pFlcos (k—1)0 +i.sen (k — 1) 6]
=k = Tl = pkil. [cos (k—1)0 +i.sen (k—1)0].p(cosl + i.send)
&= (pF1p) . [cos (k —1)0 +i.sen (k — 1) 6].[(cosf + i.sen)]
2= (p"p) {cos[(k—1)0+ 6] +i.sen[(k—1)0+0]}
&= pFllcos (kO — 0+ 0) +i.sen (kO — 0 + 0)]
& = pF[cos (kB) + i.sen (KO)].

Assim, pelo P.I.F. temos que (1.12) vale para todo n € N.
22 parte: Faremos uma extensao da propriedade para n € Z. Se n < 0, entdo n = —m, m € N; portanto

a m se aplica a féormula

n o __ -m __ i _ 1
S p™. [cos (mB) + i.sen (mb)]
. 1. [cos (mf) — i.sen (m0)]

p™. [cos (mB) + i.sen (mh)] . [cos (M) — i.sen (m0)]
1 [cos (m#) —i.sen (mb)]

p™ [cos? (mB) + sen? (m0)]
2" = p ™.cos(—mb) + i.sen (—mb)
2" = p".cos(nb) +i.sen (nf)
Portanto, (1.12) se aplica para todo n € Z. O

1.9 Radiciacao

1.9.1 Segunda férmula de de Moivre

Teorema 1.8. Dados o nimero complexo z = p(cost + i.senf) e o nimero natural n (n > 2), entdo

existem n raizes enésimas de z que sGo da forma:

L Abraham de Moivre (1667-1754). Foi um matematico francés, famoso pela Férmula de de Moivre, que relaciona os
nimeros complexos com a trigonometria e por seus trabalhos na distribuicao normal e na teoria das probabilidades.
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1.9. RADICIAGAO CAPITULO 1. OS NUMEROS COMPLEXOS

w= {/p. [cos (9 —i—n2k7r) + i.sen (9 —|—n2k;7r>} , (1.13)

em que YpERy ek € Z.

Demonstragio. Queremos determinar os valores complexos da forma w = r. (cosa + i.sena) de modo que

z =w", ou seja,

[r. (cosa + i.sena)]™ = p. (cosO + i.send) .

Assim, pelo Teorema 1.7, temos

r". (cos(na) + i.sen(na)) = p. (cosl + i.send) .

Da igualdade, vem

M =p=r={p

e

cos(na) = cosf 2

(na) e noz:9—|—2k;7r:>oz:9+ kﬂ,k‘EZ.
sen(na) = senf
Portanto,
0+ 2km . 0 + 2kw
w = /p. {cos( - )+z.sen< - >},

comkeZe /peR,. O
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Capitulo 2

Espacos Vetoriais Complexos

Neste capitulo utilizamos as referéncias [9], [10] e [11].

Em geral, a Algebra Linear é o ramo da Matematica que trata das propriedades comuns a sistemas
algébricos constituidos por um conjunto, mais uma noc¢ao de combinagao linear de elementos desse con-
junto. Nesta secao vamos definir o objeto mateméatico que, como a experiéncia mostrou, é a abstracao
mais util e interessante deste tipo de sistema algébrico, o espago vetorial em que os escalares podem ser

numeros complexos denominado Espag¢o Vetorial Complexo.

Definigao 2.1. Se n for um niumero inteiro positivo, entao uma n-upla complera é uma sequéncia de
n ntmeros complexos (v1,va,...,v,). O conjunto de todas as n-uplas complexas é denominado espago

complexo de dimensao n e é denotado por C".

Os escalares de um espago vetorial podem ser nimeros reais ou complexos. Os espacos vetoriais com
escalares reais sao denominados espagos vetoriais reais, e aqueles com escalares complexos, sao ditos

espagos vetoriais complexos, que chamamos de C-espago vetorial.

Definigao 2.2. Um espago vetorial é um conjunto V, nao vazio, com duas operagdes usuais: soma,
V x V -5 V, e multiplicagio por escalar, C x V — V, tais que, para quaisquer @, v, @ € V e

a, € R™, as propriedades da Proposic¢ao a seguir sejam satisfeitas.

Proposigao 2.1. Se 7, T e W sdo vetores em V e se o e B sao escalares reais, entao:

AU+ U =7 + U (comutativa)

Ay : U+ (VT + W)= (U + V) + W (associativa)

As : existe em V um vetor, 6>, tal que U + 6> =7 (elemento meutro), onde ﬁ = (0,0,...,0) € o
vetor nulo

Ay : para cada vetor U € V existe um vetor, — U €V, tal que U + (—7) = ﬁ (elemento oposto)

M :a(d +7)=atd +a? (distributiva)

My : (a+B)V = oW + B0 (distributiva)

Ms: (af) ¥ = a(B7) (associativa)

My: 17 = U (elemento neutro da multiplicacio).

Quando consideramos o corpo dos escalares como sendo V = R, dizemos que (V,+,:) é um espaco
vetorial real (R-espago vetorial). Quando consideramos o corpo dos escalares como sendo V = C, dizemos

que (V,+,-) é um espago vetorial complexo (C-espago vetorial).

Demonstracio. Para cada um dos itens, consideremos os vetores o = (uy,ug, ..., up), v = (v1,v2,...,0p)

e W = (w1, ws, ..., w,). Temos que, usando o fato de R ser um espaco vetorial, entao:
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AU+ =T+

U+ = (U1, ug, .. Un) 4+ (V1,02 ..., Un) = (U1 + V1, Us + Vo, .oy Up + Vp)
= (U1 4 UL, V2 Uz, Un A+ Up) = (V1,025 0n) F (U, U2, un) = U +

Ay U +(V+ W)= (4 + )+

U+ (T +W) = (u,ug,...,un) +[(V1,02,...,00) + (w1, w2, ..., wy)]
= (ur,u2,...,up) + (1 +w1,v2 +wa,..., v, +wy)
= (w1 +v1 +wi,uz +v2 + wa, ... Uy + Uy Wy)
- (u1+vl,u2+v2,...,un+vn)+(’w1,w2,...,wn)
= [(ur,ug,...,uy) + (v1,02,...,00)] + (w1, wa, ..., wy,)
= (W+V)+d.
A3:7+6>:7
T+ = (01,090 00)+(0,0,...,0) = (v + 0,02 +0,...,0, +0)
= (1}1,’1}27 »vn):
AT+ (=) =10
T+ (=T) = (v1,02,.0,00) + (—01, V2, .., —y) = (V1 — V1, Vg — V2., Uy — V)
~ (0,0,...,0)= 0.
My :a(d+7)=ad +a¥
a(7+7) = af(up,ug, ..., uy) + (V1,02,...,05)] = @ (ug +v1, U3 + Vo, ..., Up + Vy)
= Ja(ur+v1),a(ug+va),...,a(u, +vy,)] = (qui + vy, aug + avs, . .., auy, + avy,)
= (aul,au2,...,aun)+(av1,av2,...,o¢vn):Oz(ul,u2,...,un)+a(v1,vz,...,vn)

= ad +a7.

My :(a+B8)V =a¥ + 87

(@+B8)7 = (a+B).(vi,v2,...,00) = [(@+ B)vi, (a+ B)va,..., (a+ B) vy
= (av1 + Bvr,avs + Bua,. .. v, + Bon) = (Ui, avs, . .. o) + (Bur, Boz, .. ., o)
= a(Ul,’l}Q,...,Un)+ﬁ('U1,’U27...,’Un):a7+ﬁ7.

My : (af) ¥ = a(B7V)
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@BV = (af) (v1,v2...,0,) = (B, afua, ..., afBv,)
= a(ﬂvlaﬂv%"'aﬂvn):a[ﬂ(vlav%"'avn)]
= a(f7).
M4 : 17 = ?
17 = 1. (v1,v2,...,0,) = (1v1, v, ..., 1v,) = (v1,v9,...,0,) = .
O
Qualquer vetor
7 = (Ul,UQ,...,Un) = (a1 + b1i, as + bai, ..., an +bnl)
em C™, pode ser dividido nas partes real e imagindria como
v = (al,ag,...,an) +i(b1,b2,...,bn)
que denotamos por
U = Re(V) + i.Im(7). (2.1)
E de forma analoga, o conjugado complexo do vetor v, é dado por
U = Re(V) —i.Im(7). (2.2)
2.1 Independéncia Linear
Definigao 2.3. Sejam V um espaco vetorial sobre C e v_f,v_g, e 7v_n> € V. Dizemos que o conjunto
S = {?17@7,117)} C V é Linearmente Independente (L.I.), se, e somente se, toda combinagio
linear da forma:
= —
Zziﬂzo;ziECeUZeV (2.3)
i=1
tem apenas a solucao trivial, ou seja, z; = 2o = ... = z, = 0. Do mesmo modo, dizemos que o conjunto S

é Linearmente Dependente (L.D.) se, e somente se, toda combinagéo linear nula, como da Equagdo

(2.3), tiver ao menos um z; # 0, ou seja, existirem outras solugoes além da trivial.

Exemplo 2.1. Decida se o conjunto S = {(1 —4,i),(2,1+4)} é L.I. ou L.D., considerando C? como o
espaco vetorial complexo.

Solugao: Considerando a combinagao linear nula:

z1 (1 —14,4) + 22 (2,141¢) = (0,0) onde 21,2 € C,

obtemos o seguinte sistema homogéneo:
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(1—i)z + 229 =0 a2+ (B4i)zm =0
=4

t.z1  + (1+i)ze =0 1.21 + (I+4)2e =0
Note que o segundo sistema linear homogéneo foi obtido somando a segunda equacdo & primeira
equacgao.
Tomando o segundo sistema linear homogéneo e multiplicando a primeira equagao por —i e somando

a segunda equacao, obtemos

zZ1 + (3+Z)2’2 =0 zZ1 =
(2—27,)2’2 =0 22:0.

Portanto, o conjunto é L.I..

2.2 Bases

Definigao 2.4. Se V for um espago vetorial qualquer e S = {v{,73,...,0,} for um conjunto finito de
vetores em V dizemos que S é uma base de V se valerem as duas condi¢bes a seguir:

a) SeLl;

b) S gera V, ou seja, qualquer vetor U € V se escreve como combinacao linear dos elementos H, v_g, ey o, €
S.

2.2.1 A base candnica de R"

Sabemos que a base canonica em R? é dada pelos vetores unitarios

&1 = (1,0,0) , e3 = (0,1,0) e &5 = (0,0,1).
Isto é,

- =

i y J

—(1,0,0), 7 =(0,1,0) ¢ £ = (0,0,1). (2.4)

Podemos fazer uma extensao deste conceito para vetores em R™. A saber, os vetores unitarios cano-

nicos da forma

el =(1,0,0,...,0) , e3 =(0,1,0,...,0) , ... , & = (0,0,0,...,1).

geram R™ e, sabemos que sao L.I.. Dessa forma, essa é uma base de R" que denominamos base candnica
de R".

2.2.2 A base canodnica em (C;R) e (C;C)

Considerando C = {z = a + bi | a,b € R} como um espaco vetorial real, é facil mostrar que o conjunto
B ={1,i} & uma base de C.

Sabemos que todo elemento z € C é escrito como combinagao linear dos elementos do conjunto S,
com coeficiente reais. Além disso, o conjunto 8 é L.I.. De fato, escrevendo a combinacéo linear nula

a+bi =0+ 0i para a,b € R, (2.5)
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temos a = 0 e b = 0. Portanto, mostramos que o conjunto S é L.I., sendo, portanto, uma base para C
como espago vetorial real.

Porém, a multiplicacao usual de nimeros complexos pode ser usada para dar a C uma estrutura de
C-espago vetorial; a soma em C continua a mesma e a multiplicacdo por um escalar A = a + bi do vetor

v =+ yi pode ser encarada como a multiplicagao usual de nimeros complexos:

AT = (a+bi). (x+yi) = (ax — by) + (ay + bx) .

Uma base de C como C-espago vetorial é {1}.

2.3 Transformacoes Lineares

Definigao 2.5. Se T': V — W for uma funcao de um espacgo vetorial V num espago vetorial W, entao T
é denominada transformacao linear (T.L.) de V em W se para quaisquer vetores WevemVe qualquer

escalar k, forem vélidas as seguintes propriedades:

i) T (k.V) = kT (7) (homogeneidade);

(2.6)

i) T(W 4+ 0)=T(d)+ T (V) (aditividade).
No caso especial em que V=W a T.L. é denominada operador linear do espaco vetorial V.
Observagao 2.1. Podemos, ainda, combinar as duas propriedades:
T (ki V1 + ko 2) = k. T (V1) + ko T (V).
Teorema 2.1. SeT :V - W for uma T.L., entdo:
a) T (ﬁ) = ﬁ;
b)T(d —)=T(d)-T(V),Vu, 7 V.
Demonstragao.
a) Seja 7 €V. Como 0.7 = ﬁ, segue da homogeneidade que:
T (ﬁ) —7(0.7)=0T(7) = 0.
b) Sejam U,V €V, temos
T(Wd-7) = T(d+(-1).7)=T(d)+T((-1).7)
= T(Wd)-1T(V)=T(d)-T (V).
O

2.3.1 Matriz de uma transformacao linear

Definigao 2.6. Seja T : V — W uma transformacao linear entre espagos vetoriais de dimensao finita.
Escolhemos bases By = {x1,22,...,z,} para V e Bw = {y1,%2,--.,ym} para W. Entdo, cada vetor

x € V se escreve com relagdo a base By na forma
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n
T =011 + Qo+ ...+ @pTy, zg o;T;,
i=1

para alguns escalares aq, g, ..., a,. Dai, segue que
n n
T(x)=T (Z ozizi) :Z a; T (x;) .
i=1 i=1
Escrevemos os vetores T (x1),T (x2),...,T (z,) em relagdo a base By na forma

T (i) ZZ ajiYj, (2.7)

isto é, na forma de uma matriz coluna:

T@)=| | (2.8)

Qi

A matriz A = (a;5)

relacdo as bases By e By, . Esta representagdo de T denotaremos por [T By B -

mxn ¢ chamada a representacao matricial da transformacao linear 7' com

2.3.2 Multiplicacao por z; como uma transformacao linear

Definigao 2.7. Fixado um nimero complexo zg = a + bi, definimos a transformacao linear T': C — C:

T: C — C

w o Zp.Ww

T (w) = zow. (2.9)
Aplicando a base candnica Can = {1,i} de C, temos:

T(1)=(a+bi) 1=a-+bi, T (i) =(a+bi)-i=—b+ai.

ou seja,

T un = l @ b ] . (2.10)

2.4 Autovalores e Autovetores

Definigao 2.8. Se A for uma matriz n x n, entdo um vetor nio nulo Z em R" é denominado autovetor

de A se AZ for multiplo escalar de ?, ou seja:

AT =)\7, (2.11)

para algum escalar A. O escalar A\ é denominado autovalor de A e dizemos que 7 6 um autovetor associado
a A

Em geral, quando multiplicamos um vetor 7 por uma matriz quadrada A, o vetor resultante difere tanto
em magnitude quanto em direcao e sentido de 7. No caso especial em que 7 & autovetor de A, a

multiplicacao nao altera a direcdo. Veja a Figura 2.1.
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A Ax
Vs

e

(aJ0=d=1 (b)a=1 (e)—1=1=0 (d)A=-—1

0

Figura 2.1: Multiplicacao do vetor 7 por A

Proposicao 2.2. Se A for uma matriz n X n, entdo \ é um autovalor de A se, e s¢ se, \ satisfaz a
equacao
det (A — A) = 0. (2.12)
A Equagao (2.12), chamamos de polindémio caracteristico de A e denotaremos por p4 (A).

Demonstra¢iao. Da Equacdo (2.11), multiplicando pela matriz identidade em ambos os membros, temos

AIZ =NT = M7 - AT =0 =7 M-A4)=10. (2.13)

Para que A seja autovalor de A, a Equagdo (2.13) deve possuir solugio 7 néo nula e para isso
det (\[ — A) = 0. O

Defini¢ao 2.9. (Multiplicidade geométrica e algébrica) Se Ay for um autovetor de uma matriz A de
tamanho n X n, entdo a dimensao do autoespaco associado a Ay é denominada multiplicidade geomé-
trica de \g. E, o ntamero de vezes que A\ — Agaparece como um fator do polinémio caracteristico de A é
denominado multiplicidade algébrica de ).

2.5 Diagonalizacao

Nosso objetivo nesta secao serd encontrar uma base do espaco vetorial na qual a matriz de um determinado
operador linear seja a mais simples possivel. Por muitos motivos, a melhor situacao possivel é aquela em
que conseguimos uma matriz diagonal associada a um operador.

Dado um operador linear 7' : V — V, nosso objetivo é conseguir uma base 8 de V na qual a matriz
do operador nesta base ([T]g) , seja uma matriz diagonal, que é a forma mais simples possivel de se

representar um operador.
Teorema 2.2. Autovetores associados a autovalores distintos sao linearmente independentes.

Demonstragdo. Faremos a demonstracao para o caso de A1, Ao e A3 distintos.
—>
Suponhamos o] # 0 tal que T(UZ) = \;0/, parai=1,2,3.

Tomemos a; tais que

%
alﬁ—l—az’l)—g—‘rag’l)_g} =0. (2.14)

Aplicando T em ambos os lados da Equagdo (2.14), obtemos, pela linearidade de T' e pela definicao
de autovetores,

arT (7]) + aoT (03) + asT (W) = T (ﬁ)
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%
G;l/\lﬁ + ag)\gv_2> + a3)\3v_3> =0. (2.15)

Multiplicando a Equagado (2.14) por A1, temos

0,1/\111_>1+CL2)\1U_2>+CL3/\1U_3> = 6> (2.16)

Subtraindo (2.16) de (2.15), temos

%
(a1 M 0] + agdov3 + azAzv3) — (@M 0] + azi v + az\iv3) — = 0
az)\zg + as)\sv_g - (12)\11)_2> - a3>\1@ = 6>
— = _ 7
as (/\2—)\1)112 + as ()\3—/\1)’03 =0. (2.17)
Aplicando T' em (2.17), obtemos
— — o
ao ()\2 —/\1)T(’02) +a3(/\3 —)\1)T( 3) :T(O)
ﬁ
GQ>\2 ()\2 —)\1)1)_2>+03)\3 ()\3 —A1)173> = 0. (218)
Multiplicando (2.17) por A2, vem:
%
az>\2 ()\2 —)\1)1)—2>+a3)\2 ()\3 —)\1)@ = 0. (219)

Subtraindo (2.19) de (2.18), temos

_)
[asha (A2 — A1) 03 + azhs (A3 — A1) T3] — [azda (A2 — A1) T3 +azhe Az — A1) 03] = O
_>
azhs (A3 — A1) 05 —azgha (As — M) = O
%
as ()\3 - )\2) ()\3 - )\1) V3 = 0. (220)
Como (A3 — Ag) #0, (A3 — A1) # 0 e 03 # 0, segue que as = 0.
Pela Equacéo (2.17) e substituindo ag = 0, obtemos
a2 ()\2 — )\1)U—2> =0.
E, como (A2 — A1) #0e 5 # 0, segue que ag = 0.
De forma analoga, substituindo as = a3 = 0 na Equacao (2.14), teremos a; = 0.
Portanto, v—>1, v—2>, 7% sdo L.I. O

Lema 2.1. Se uma matriz A de tamanho n x n, com autovalores complexos diferentes dois a dois, entao

eriste uma base (17{, 175, e ,u_n>) de C" formada por autovetores de A.

Demonstra¢do. A prova é por inducao.
Hipotese de indugao em k: Ui, U, ..., uj séo linearmente independentes.
Caso inicial: k = 1, sabemos que u; é diferente de zero. Logo nao existe combinacao linear nao trivial

$1171> =0.
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Admitindo a hip6tese para um certo k, consideramos por absurdo uma combinacao linear nao trivial

nula de 171>,172>,...,7k+1:

%
TAUL + TV 4 -+ Tyl A Ty U g1 = O (2.21)

Por indugéo, x; # 0. Multiplicando a Equagao (2.21) por (Agy1] — A), teremos:

%
21 (N1 — M) Ut + 22 (M1 — Ao) @5 + -+ + 2 (M1 — M) @ = 0
Como os autovalores sao diferentes dois a dois, essa é uma combinacao linear nao-trivial de w,u, ... .
Pela hipétese de inducgao, ela nao pode se anular. Isso estabelece a hipotese para o nivel k + 1. O

Exemplo 2.2. Seja T : R? — R? uma transformacao linear cuja matriz em relacio a base canénica o é

—4
T1>=10 3 5

-1

De acordo com a Proposicao 2.2, temos

A—3 0 4
pr (A) = det (M — [T]2) = det 0 A—-3 =5 =0,
0 0 A+1
entao,
pr(A)=A=-3)% (A+1)=0.
Assim, os autovalores sdo \1 =3 e Ay = —1.

Associando a A\; = 3, temos, pela definicdo de autovetor,

0 4 T
0 -5 . T2 =
0 4 I3

Resolvendo o sistema linear homogéneo pelo Método de Eliminacao de Gauss-Jordan, obteremos
T3 = 0.
E, como z; e x5 sao varidveis livres, atribuiremos os parametros s e t, respectivamente.

Logo, obtemos dois autovetores L.I.,

(S,t,O) = 8(17070) +t(07170)

v1 = (1,0,0) e vy = (0,1,0).

De modo anéalogo, associando Ay = —1, teremos
-4 0 4 1 0
0 —4 -5 x2 | =10
0o 0 0 x3 0

E, 3 é¢ uma variavel livre, entao atribuiremos o parametro p.

Logo,
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$1—$3:0 r1 = I3
:L'Q—FZCL';;:O xQZ_Z

5
Assim, temo um autovetor L.I., dado por u = (1, - 1) .
Entdo 8 = {v1,vs,u} é uma base de R3 constituida de autovetores de T e

E claro que a matriz diagonal [T]g obtida pelo exemplo anterior ndo foi por acaso.
Dada uma transformagio linear qualquer T': V — V| se conseguirmos uma base 8 = {v1,va,...,v,}

formada por autovetores de T, entao,

Tw) = My + 0w + -+ +  Ou,
T(vy) = O0v1 + v + -+ +  Ovu,
T, = 0v1 + O0va + -+ + Ao,

a matriz [T]g serd uma matriz diagonal onde os elementos da diagonal principal sao os autovalores \;,

isto é,

A0 0
0 A 0
B8 _
[Tl5 =
0 0 - M\

Definigao 2.10. Seja T : V — V um operador linear. Dizemos que T é um operador diagonalizavel se

existe uma base de V cujos elementos sao autovetores de 7T

O operador do Exemplo 2.2 é diagonalizavel. Vamos dar a seguir um exemplo de um operador nao
diagonalizavel.

Exemplo 2.3. Seja T : R3 — R? a transformacdo linear cuja matriz em relacdo & base candnica o é

3 -3 -4
m*=10 3 5
0 0 -1

Assim, pela Proposicao 2.2, temos

pr(N)=MA-37 (A+1)=0.

E, dessa forma, os autovalores sdao, A\y =3 e Ay = —1.

Associando A; = 3, pela defini¢ao de autovetor, teremos o sistema linear homogéneo

0 3 4 T
0 0 =5 | |z |=
0 0 4 T3

Como z1 é uma variavel livre, atribuiremos o pardmetro s. Assim, z; = s e entdo
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.1‘220

.13320.

Logo, teremos um autovetor associado ao autovalor A\; = 3 sendo dado por v = (1,0,0).

. 1 5
De modo analogo, para Ay = —1 teremos um autovetor associado ao autovalor, sendo U = (16’ - 1) .
Neste caso, temos apenas dois autovetores L.I. para T, e portanto nao existe uma base de R® cons-
tituida s6 de autovetores. Isto significa que em nenhuma base a matriz de T é uma matriz diagonal, ou

seja, T nao é diagonalizavel.

2.5.1 Procedimento para diagonalizar uma matriz

Passo 1. Confirme que a matriz é realmente diagonalizével encontrando n autovetores linearmente in-
dependentes. Uma maneira de fazer isso é encontrar uma base de cada autoespago e juntar
todos esses vetores num tinico conjunto S. Se esse conjunto tiver menos do que n elementos, a

matriz nao é diagonalizavel.

Passo 2. Forme a matriz P = [p1,pa,...,pn] que tem os vetores de S como vetores coluna.
Passo 3. A matriz P~ AP sers diagonal com os autovalores Aq, Aa, ..., \, correspondentes aos autove-
tores pi1,po,...,pn como entradas diagonais sucessivas.
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Capitulo 3

Operadores Semissimples

Neste capitulo utilizamos a referéncia [12].

Os operadores lineares semissimples sao utilizados quando encontramos autovalores complexos durante
o processo de diagonalizagdo de um operador linear 7' : R™ — R"™. A ideia é ampliar o dominio de T para
C" e procurar diagonalizar esse novo operador, denotado por T e chamado complezificado de T. Se T
for diagonalizavel, entao T podera ser escrito nao em forma diagonal, mas em uma outra forma também

bastante util e simples.

3.1 O Complexificado de um operador

Quando estudamos a disciplina de Algebra Linear, vimos que uma T.L. T : R® — R” é diagonalizével,
se, e somente se, todas as raizes do polindmio caracteristico de T' forem reais e as respectivas multiplici-
dades geométrica e algébrica sao iguais. Se estivermos trabalhando com um operador linear complexo,

T :C" — C", os conceitos de autovalor e autovetor se transportam.
Um namero complexo A é dito autovalor de T se existir um vetor nao nulo w € C™ tal que

T (w) = \w. (3.1)

De modo analogo ao caso real, definimos o polinémio caracteristico de 7' como

pr (V) = det (A — [T] ) (3.2)

onde B é uma base qualquer em C".

Consideremos agora o caso em que temos um operador

T:R" - R",

tal que o polinomio caracteristico pr (A\) de T possui raizes complexas. Ele ndo serd, portanto, diagona-
lizavel; mas podemos imaginar o operador T como um operador de C", e podemos nos perguntar se o
operador (sobre C) sera diagonalizavel. Em caso afirmativo, sera que isso ndo nos permitira obter alguma
representacdo matricial de T (real) que seja util?

Consideremos um operador linear 7' : R™ — R™. Se fixarmos uma base (por exemplo, a base canonica

Can), T pode ser escrito pela matriz associada
[T]Can = (a‘ij) .
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Assim,

n n
T(z1,22,...,2n) = Zaljxj,...,Zanjxj , (3.3)
j=1 j=1

e podemos associar ao operador T o seu complezificado: trata-se de fazer T agir ndo mais nas n-uplas
reais, mas nas n-uplas complexas, pela mesma regra dada em (3.3). Vamos denotar o complexificado de
T por T¢ : C" — C",

n n
C — § E
T (Zl,ZQ,...,Zn)— A15Z55 -y QApjZj
Jj=1 Jj=1

Aparentemente, nada aconteceu em relagdo & base canonica de C", a matriz de T sera [T, = (aij),

ou seja,

Tleun = [T - (3.4)

Definicao 3.1. Dizemos que um operador T : R” — R™ & semissimples se seu complexificado T¢ : C* —

C" for diagonalizével.

Assim, se T' é semissimples, podemos encontrar uma base B’ de autovetores em C" de modo que a
matriz de T¢ em relacdo & base B seja diagonal. Os elementos da diagonal serdo niimeros complexos.
Nos interessa mostrar que é possivel encontrar uma base B’ em R"™ de modo que a matriz de T em

relacdo a base B ainda seja uma matriz diagonal, que sera dada em blocos. A saber:

T1

Tk

]y = ( v ) .5)

Q¢ —bt
L by ar ) |

onde 7; € R (j =1,2,...,k), sdo raizes reais, Ay, = apm + ibym € Ay, (m =1,2,...,t) sdo as raizes com-

plexas do polinémio caracteristico de T, que denotaremos por pr (\).

Demonstraremos o resultado anterior para operadores semissimples 7' : R3 — R3, na qual a prova

geral pode ser encontrada em [12; p. 16].

Teorema 3.1. Seja T um operador linear semissimples definido em R3. Suponhamos que o polinémio

caracteristico pr (A) se fatore como

prA)=QA=r)-A=pn)-A-0) (3.6)

com p=a-+bi;r,a,b€R eb>0. Entdo existe uma base B de R?, B = {3,7,7} tal que
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T(W) = r;
T(W) = ad +b7;
T(V) = —bd +a.
r 0 0
A matrizde [Tlp=| 0 a -b

Demonstracio. Como T é um operador linear semissimples, entdo T¢ é diagonalizavel. Assim, existe

uma base B’ de autovetores de C3 tal que a matriz de 7' em relacdo & base B’ ¢ diagonal.

Seja W o autovetor de TC associado ao autovalor real r. E facil ver que W = ﬁl + iﬁg onde ﬁg =0

e W =u;. Logo, T (W) = TC (W) = rd.

Seja ¢ = U +iv’, com U, V' € R® um autovetor associado ao autovalor complexo p = a + bi
(b #£0).

Temos, de acordo com a Defini¢ao 2.7,

T(p) = ne;
TC (W' +iv") (a+bi)- (W +iv");
TC (W) +iTC (V) = (@' —bV')+i (b +aT’).

E, pela igualdade de complexo,
TC (W) = au' -bv;
TC (V) = bd' +ad’.
Como W' e ¥’ sdo vetores em R3,
T(W') = ad' —bv'
(V) = b+
Tomando-se W = U’ e ¥ = — 0’ obtemos a seguinte relacao entre os vetores:
T(W) = ad+b7;
T(V) = —bd +av.
Basta, agora, mostrarmos que o conjunto B = {3,7,7} é linearmente independente. Para isso,
inicialmente mostraremos que os vetores U e U sdo L.I. Lembre-se que como ¢ = W' +iV' é um autovetor
A . — . /
associado ao autovalor p = a4+ bi, b # 0, teremos que ¢ # 0. Assim, ao menos uma das componente v

ou ¥’ é diferente do vetor nulo. Suponhamos, sem perda de generalidade, que o’ # 0. Mostremos que

a equagcao

ad' + BV =0, (3.7)

s6 admite a solugao trivial a = 8 = 0.
De fato, temos:
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(7)

T(aW' +B7") =

ol (W) + BT (V') =

alad bV + B0 +aT) =
aa ' — ab?' + BbU’ + BaW =
a(@d + V) +b (U — W) =

o o o o N

Por (3.7) temos b (38U’ —aW’') =0, b # 0, e obtemos o seguinte sistema:

oWl +pY = 0
U —a?W = 0.
Multiplicando a segunda equagdo por (—a) e a primeira equagdo por § e somando as equagdes,
encontraremos
a ﬁ/_,'_ 27/
/B B :>(a2+ﬁ2)7/:0
—afU’ + oY =

E, como supomos que g #+ 6>, devemos ter a? + 32 = 0 <= a = 3 = 0. De forma anéloga, supondo
U’ # 0, obteremos & = 0 e B = 0. Assim, o conjunto de vetores {7’, 7’} ¢ linearmente independente.
E por definicio de @ e ¥, concluimos que {7, 7} também é linearmente independente.

Finalmente, vamos provar que o conjunto B é L.I.

Temos que

oW + AU +~7 =0.

Assim,

T(aW +pd +~4V) = T

oT (W) + BT (W) +~T (V) = 0

ar® + B.(ad +bV) +y (bW +aV) = 0
or® + Ba + b —AbU +va T = 0
(ar) W + (Ba—b) U + (Bb+~va) T = 0

Obtemos o seguinte sistema:

oW+ s + VT = 0
(ar)W + (Ba—)W« + (Bo+ya)W = 0.

Multiplicando a primeira equagao por (—r) e somando as duas equagoes, obtemos:

—ar  — rBd — Y =0
—yb—1rB)d + (Bb —ry) 7 =0.
{ ard  + (Ba— W)U + (Bb+ya) T = = (Gemab o) (Bh e =)
E como {7, 7} é L.L., concluimos que:
{(G—T)ﬂ—lw = 0 (3.8)
b+ (a—r)y = 0.
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Multiplicando a primeira equacdo do sistema por (a — ) e a segunda equagdo por b, e somando as

equagoes obteremos:

(a=r)?B=bla—r)y = 0

— (a—7)’+b=0.
bV’ B+bla—r)y =0

Como b # 0, temos que (a — r)2 + b2 # 0. Assim, o sistema (3.8) s6 admite a solugao trivial 3 = 0,
v =0, e por sua vez, o = 0.

Portanto, o conjunto de vetores B = {3,7,7} é linearmente independente e é uma base para o
R3. O
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Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo, faremos alguns exemplos de aplicagoes da teoria dos numeros complexos e dos operadores

semissimples.

Exemplo 4.1. Calcular as raizes quadradas de z = 15 + 8.

Solugao: Indicando uma raiz quadrada de 15 + 8i por = + yi, com z, y € R, temos:

(z+yi)* =15+ 8i = 2° + 2ayi — y> = 15+ 8 = (2% —y?) + 2zyi = 15+ 8i.

Assim,
22 — 2 = 15 (I)
20y = 8 (11)
4 o
Isolando = em (II), temos © = —. Substituindo em (I), obtemos:
)

4\ 2
Y

16
? — 2 = ].5
vt 4+ 1592 —16 = 0.
Resolvendo a equacdo biquadrada, fazendo w = y?, encontramos w; = 1 e wy = —16.
Assim,
Y o= l=y=4=41
y> = —16 (ndo convém, pois y € R).
Logo,

4
° seyzl,entéoxzizél;

4
° sey:fl,entéox:—l:fél.

Portanto, as raizes quadradas de 15+ 8i sao 4417 e —4 — 1.
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Exemplo 4.2. Representar no plano de Argand-Gauss o subconjunto de C dado por {z € C | |z| < 3}.

Solucgao: Fazendo z = z + yi, com z,y € R, temos:

e +yi] < 3
Vat+y? <03
224+ < 0.

Esta equagao representa um circulo com centro na origem e raio igual a 3.

y

3

Figura 4.1: Representagio geométrica de |z| < 3

Exemplo 4.3. Descreva geometricamente o conjunto de todos os niimeros complexos z tais que

|z| < 1— Re(z),
onde Re(z) denota a parte real de z.
Solugao: Tomemos z = = + yi. Temos,
|z| < 1-—Re(z)
= Vat+y? < l1-z
24+ < (1-2)
yro< 1-2x
1 2
< - ==,
v 2 2

Veja a Figura 4.2.
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\
\(0.5,0)

Figura 4.2: Representacdo geométrica de |z| < 1 — Re(z)

Se z = x + yi, a parabola 2z = 1 — y? divide o plano complexo em duas componentes. A solucio é a

componente que contém z = 0, incluindo a parabola.

Exemplo 4.4. Considere o operador T : R? — R3 cuja matriz na base canonica é

15
Tlegn=|1 0 17
7

a) Mostre que T é um operador semissimples.

b) Exiba uma base B do R? onde [T esteja na forma semissimples.

Solugao:
Item a). Para que T : R? — R3 seja um operador semissimples, o polinémio caracteristico deve ser escrito
na forma pr (A) = (A—7)- (A=) - (A —%) onde p = a + bi, r,a,b € R, ou seja, devemos encontrar os

autovalores de [T',,,, aos quais devem ser distintos. Assim, como

A = [T]gan) =

oS O >
o > O
> o O
|
|
—_
N
Il
|
—_
>
—_
-3

o1 7 0 -1 Xx-=7

temos, pela Proposicao 2.2,

det (\I = [T1,,) = 0.

Calculando det (A — [T),,,) obtemos o polinémio caracteristico pr (A) = A3 — 7A? + 17X — 15.

Por inspecao, encontramos

AM=r=3 , M=p=2+1 e M=p=2-1.

Portanto suas raizes sio distintas, entao o complexificado 7¢ : R? — R3 é um operador diagonalizavel

e pela Definicao 3.1, T' é um operador semissimples.

Item b). Para encontrarmos a base B = {ﬁ, u, 7} de R? devemos encontrar os autovetores associados

aos autovalores, tal que

Assim, pela Definicao 2.8, temos:
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o r=
3 0 -15 | x
-1 3 17 i)
0 -1 3-7 T3

—15 T 0
17 T2 = 0
—4 T3

Resolvendo o sistema linear homogéneo pelo Método de Eliminacao de Gauss-Jordan, temos

3 0 -157] W
-1 3 17 | ¥
0 -1 —4 | ¥

Obtendo, assim, o seguinte sistema linear homogéneo:

1
~ -1
0
[ 1
~ 0
|0
[ 1
~ 0
|0

1

0

-1

S = O

-5
17
—4
-5
12

.’£1—5$3:0

To + 4x3 = 0.

T
Lé2) Lgl)

@ = L:(;)

®» - [®

LY = 1 + Y
ng) _ ng)

[ IO
OIC

o = P

i — LW

® = ¥

L L+ rfY

E, como z1 e z9 sdo variaveis lideres, atribuiremos um parametro & variavel x3. A saber, x3 = s.

Logo,

&

€2

5s

= (bs,—4s,1) = s(5,—4,1).

—4s

De forma analoga para u e [z, obtemos os seguintes sistemas lineares homogéneos:

o =241
2414 0 —15
-1 241 17 ~
0 -1 541
- x1=(6—3i)t
xo=(—5+1i)t
o u=2—1
2—1 0 —15
-1 2-—1 17 ~ -
0 -1 —-5—-1
T3=p T = (6+31)p
22 =(=5—1)p
Logo,

s~

e~

1 0
0 1
0 0

—6 + 3¢

5—1

0

=

$1+(—6+3i)$3=0
l‘2+(5—i)l‘3:0.

— [(6—3i)t,(=5+i)t,t] =t (6 —3i,—5+4,1).

10
0 1
0 0

—6— 31

S5+1

0

—

$1+(*6*3Z’)I3:O

= [(6+3i)p, (-5 —14)p,p)=p-(6+3i,—5—1,1).
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o= (5,—4,1);
U = (6—3i,—5+1i,1)=(6,—5,1)+1i(—3,1,0);
v = (643i,—5—14,1)=(6,—5,1)—i(—3,1,0).

Onde temos a base B = {(5,—4,1),(6,—5,1),(—3,1,0)} do R3.

Nessa base temos:

Note que

pr (A) = det (A — [T)g,,,) = det (A — [T]5) = \* — 7TA? + 17\ — 15.

Exemplo 4.5. Consideremos agora o operador T : R® — R® cuja matriz na base canonica do R® é:

1 0 0 0 0
1 0 1 0 0
Tl un 2 2.2 0 0
-1 0 0 1 1
0 0 0 -1 1

O polinomio caracteristico de T ¢ pr (A) = (A — 1) (A2 = 2X + 2)2, verifique!, e suas raizes sio \; = 1,
AM=14+ier3=1—14, com
pr(A) = A =1 A= (1+1)* (A= (1)

Dessa forma a multiplicidade algébrica de Ay e de A3 é 2. Vamos verificar se o complexificado T :
C® — C® ¢ um operador diagonalizével.

Assim,

e para A\; = 1 temos o sistema linear homogéneo

0 0 0 0 O 1 0

-1 1 -1 0 O o 0

-2 2 -1 0 O zs | =10 |,

1 0 0 0 -1 T4 0

0 0 0 1 0 Ts5 0

e usando o Método de Gauss-Jordan,

0 0 0 0 O 10 0 0 -1
-1 1 -1 0 0O 0100 -1
-2 2 -1 0 O ~--~10 010 0 [,
1 0 0 0 -1 0 001 O
0 0 0 1 0 0 00 0 O

x5 serd uma variavel livre, sendo atribuido o parametro s, obtendo o autovetor @ = [s (1,1,0,0,1)].

De modo analogo, teremos os autovetores U = [s(0,1,1+14,0,0)+¢(0,0,0,1,4)] para o autovalor Ay
e ¥ =[p(0,1,1—14,0,0)+q(0,0,01, —i)] para As.

Concluimos assim, que a multiplicidade geométrica de Ay e de A3 é 2 e portanto T¢ é diagonalizavel,
e entao T é semissimples.

Assim, sendo B = {ﬁ,ﬁ,@), o1, @} uma base do R?, temos
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¥ = (1,1,0,0,1)
% = (0,1,141i,0,0)=(0,1,1,0,0) 4 i(0,0,1,0,0)
T w3
7 = (0,0,0,1,7) = (0,0,0,1,0) 4 i(0,0,0,0,1).
vy v3

Onde temos a base B = {(1,1,0,0,1),(0,1,1,0,0),(0,0,1,0,0), (0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)}.

Na forma semissimples temos,

10 0 0
01 -1 0
Tlp=]01 1 0 0
00 0 1 -1
00 0 1 1
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Consideracoes Finais

O objetivo principal desse trabalho foi o uso dos ntimeros complexos em Algebra Linear, no
qual definimos os espacgos vetoriais complexos, transformacdes lineares, bases e autovalores e autovetores
complexos. O uso dos operadores semissimples foi algo motivador nessa proposta por ser um contetido
nao abordado na graduacao do curso de Licenciatura em Matemaética do IFSP Campus Birigui. Procu-
ramos realizar as demonstra¢des da forma mais clara possivel, mas com o rigor exigido pela linguagem
matemaética. Apesar de entendermos que demonstragoes aridas e com linguagem técnica excessiva podem
afastar o aluno iniciante, ressaltamos a importancia do estudo abstrato da matematica, pois o mesmo se
faz necessério para enriquecimento do proprio conhecimento. Fizemos uma revisao de topicos prévios dos
numeros complexos, pois esta seria a base no estudo dos operadores semissimples. Acreditamos que este
trabalho possa contribuir para a formacao de estudantes de um curso de Licenciatura em Matematica,

bem como ser uma proposta para a continuidade dos estudos em nivel de pés graduacao.
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